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1. INTRODUCCION

En esta parte del curso se estudiaran los primeros resultados en combinatoria aditiva.
Dicha area se inici6 en el contexto del estudio de la estructura de conjuntos de enteros
en relacion a las operaciones de suma y producto. En esta introducciéon a la materia,
mostraremos que muchas de las cuestiones planteadas en los enteros se pueden considerar

también en grupos abelianos o en cuerpos finitos.
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El desarrollo espectacular en los ultimos anos de esta area de investigacion ha demos-
trado que no so6lo se ocupa del estudio de problemas aislados, sino que ha jugado un papel
importante como punto de interacciéon de diversas areas de las mateméticas. En esta pri-
mera parte usaremos especialmente técnicas combinatorias, geométricas y algebraicas, y ya
mas adelante en el curso se mostraré el uso de técnicas probabilisticas, analiticas y proce-
dentes de la teoria de grafos. Finalmente destacar las conexiones intimas de esta area con
otros temas que se tratarian en esta escuela, como son los expansores o el analisis armoénico

mediante sus conexiones con el denominado problema de Kakeya.

2. LA ESTRUCTURA DE CONJUNTOS SUMA

En combinatoria aditiva investigamos la estructura de conjuntos bajo la operacion “+”
Dados conjuntos A y B en un grupo conmutativo, podemos definir el conjunto suma A +
B:={a+0b:a€ Abe B}. Es facil ver que este conjunto suma tiene tamano mayor o
igual que méax{|A[, |B|}, y que dicho cardinal puede llegar a ser |A||B| cuando todas la
sumas son distintas.

En los enteros, grupo donde se inici6 el estudio de estas cuestiones en los anos 60,
observamos que el cardinal de A 4+ A es minimo, por ejemplo, cuando A es una progresion
aritmética (en este caso se puede calcular |A+ A| = 2|A| —1). De manera similar, se observa
que una progresion geométrica, por ejemplo, tiene un conjunto suma muy grande. E|

En el lema siguiente mostramos que todo conjunto A cuyo conjunto suma tiene tamano

2|A| — 1 es una progresion aritmética.

Lema 2.1. Sea A C Z un conjunto finito. Entonces |A+ A| > 2|A| — 1, con igualdad si y

solo st A es una una progresion aritmética.

DEMOSTRACION: Escribamos el conjunto A como una sucesion finita a4, ..., a,, escrita

en orden creciente. Entonces
amta <arta<ataz<agtuy<...<ata, <ata, <azt+a, <...<ay+ay.

Por lo tanto, se deduce que hay como minimo 2|A| — 1 elementos distintos en el conjunto

suma A+ A. Observar que hubiera sido igualmente licito el uso de la cadena de desigualdades

amta<arta<ata<ata<...<a+a,<azta, <ag+a, <...<ay+ ay.

INo podemos dar la historia completa de este campo de investigacién, pero sugerimos al lector el libro
[Nat10] para un tratamiento extenso de la teorfa clasica.

2Es un primer indicio del hecho que las operaciones de adicion y multiplicacion no son compatibles. Veremos
con mas detalle este fenémeno en el Capitulo @
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En el caso extremo, es decir cuando |A 4+ A| = 2|A| — 1, las dos cadenas presentadas deben
ser idénticas. Concluimos pues que as + a; = a1 + a;41 parat = 2,...,n — 1, lo que obliga

al conjunto A a ser una progresion aritmética. O

Ejercicio 2.2. Sean A, B C 7 conjuntos finitos verificando |A + B| = |A| + |B| — 1.
Demostrar que A y B son progresiones aritméticas con la misma diferencia.
(Indicacion: El caso |A| = |B| es mds facil.)

Como segundo ejemplo estudiaremos el mismo problema en un grupo ciclico médulo un
primo p, que denotamos por Z,. Como ejercicio de calentamiento vamos a mostrar que
cuando el tamano de A C Z, es mayor que la mitad del cardinal del grupo Z,, entonces el

conjunto suma A + A cubre todo el grupo.

Ejercicio 2.3. Sea p un nimero primo, y sean A, B C Z,, conjuntos tales que |A|+|B| > p.
Demostrar que A+ B = 7Z,.

El siguiente es un teorema clasico que modela la version modular del Lema [2.1]

Teorema 2.4 (Teorema de Cauchy-Davenport). Sean A, B C Z,. Entonces
|A+ B| > min(p, |A| +|B| — 1).

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad suponemos que 0 € B. Notese que el teo-
rema se cumple cuando |A| 4+ |B| > p (ver el Ejercicio 2.3), pero también trivialmente
cuando |A| = 1 o |B| = 1. Supongamos entonces que los conjuntos A y B son tales que
|A| > 2,|B| > 2, |Al + |B| < p—1, pero |A+ B| < |A| + |B| — 1. Elegimos conjuntos A y
B con estas propiedades tales que el tamano de B es minimo.

Nuestro objetivo es construir conjuntos A’, B’ que satisfagan las mismas desigualdades,
pero tal que |B’| < |B|. Primero observamos que, dado que |B| > 2, existe un elemento
be B,b#0.Sia+be A paratodo a € A, entonces a + jb € A para todo 5 =0,1,2,....
Pero en este caso A D {a+jb:j = 0,1,2...} = Z,, lo que es imposible dado que
Z, O A # 7Z,. En consecuencia existe a* € A tal que a* +b ¢ A, y entonces b ¢ A — a*.

Consideramos los conjuntos
A(a®)=AU(B+a") vy B(a)=BnN(A—-a")

(estos conjuntos A(a*) y B(a*) se conocen como la e-transformada de Dyson de los con-
juntos Ay B). Observamos que b ¢ B(a*), y en consecuencia |B(a*)| < |B|. Veamos ahora

una propiedad muy util para nuestra prueba:
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Afirmacion 2.5. Se cumple la igualdad |A| + |B| = |A(a®)| + | B(a*)|.

DEMOSTRACION LA AFIRMACION: La demostracion es la siguiente:

|A(@")] = [A] = [A(a") \ A] = [a" + (B\ B(a"))| = |B\ B(a”)| = |B[ = [B(a’)|.

Esto implica que
|A(a”) + B(a")| < [A+ B < |A[ + |B| = 1L = [A(a")| + [B(a")| — 1,

donde la segunda desigualdad se debe a la hipotesis, y la ultima igualdad se deduce de la
Afirmacion [2.5] Hemos llegado pues a la contradiccion deseada. 0

Para concluir esta secciéon preliminar estudiaremos ahora el caso de un espacio vectorial
de dimension finita n (pero arbitrariamente grande) sobre un cuerpo finito de caracteristica
p- Como veremos varias veces en este curso, el grupo F) nos sirve a menudo como modelo
que nos permitira luego atacar problemas sobre la estructura de conjuntos de enteros (que
pueden ser mas complejos desde el punto de vista técnico).

Un ejercicio simple es demostrar que un conjunto A C F verifica A+ A = A, y entonces
|A + A] = |A], si y solo si A es un subespacio (posiblemente afin) de F}. Un ejercicio
un poco mas avanzado muestra que incluso si relajamos la condiciéon sobre el cardinal del

conjunto suma, el conjunto A sigue pareciéndose a un subespacio en el sentido siguiente:

Ejercicio 2.6. Sea p un nimero primo, y sea A C F} un conjunto tal que |[A+ A| < K|A]
con K < 3/2. Demostrar que existe un subespacio (posiblemente afin) V de [} que contiene

A cumpliendo que |A| > 2|V]/3.

En general, para cualquier grupo abeliano GG y subconjunto finito A de GG, denotamos por
K la menor constante tal que |[A+ A| < K|A|. Esta constante la llamamos la constante de
doblamiento de A. En la siguiente seccion consideramos el régimen en el que la constante
de doblamiento es grande pero permanece acotada (en comparacion con el tamano del

conjunto A y el del grupo G, que tomamos tendiendo a infinito).

2.1. Crecimiento de conjuntos suma. El tema principal de esta capitulo es el analisis
de conjuntos suma bajo la condicion |A + A| < K|A|, donde K es una constante. Veremos
que en este caso podemos concluir que A es un conjunto estructurado en un cierto sentido
que describiremos con precision mas adelante. Concretamente, en la Seccion demos-

traremos que cuando A C F' es un conjunto que cumple que |A 4 A| < K|A|, entonces
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tiene que estar contenido de manera “eficiente” en un subespacio de ) cuyo cardinal esta
acotado en funciéon de K.

Naturalmente, cuando un conjunto esta contenido en un subespacio, su crecimiento bajo
la operacién “+” estd limitado: el conjunto suma iterado llenaréd todo el subespacio y
no puede crecer mas. Antes de demostrar el resultado principal sobre los conjuntos cuyo
conjunto suma estid acotado, demostramos que el crecimiento de un tal conjunto bajo la
operacion “+” es bastante lento. Este fenomeno fue cuantificado por Pliinnecke [Pli69] en
el teorema siguiente, conocido como la desigualdad de Plinnecke. Recientemente, Petridis
[Pet12] logro demostrar este teorema de una manera muy elemental, Y nosotros seguiremos

sus pasosE]

Teorema 2.7 (Desigualdad de Pliinnecke). Sean A, B C G conjuntos finitos tal que |A +
B| < K|A|. Entonces para toda pareja de enteros k,m > 1

kB —mB| < KF™|A.

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad supongamos que |A+ B| = K|A|. Elegimos
un subconjunto no vacio A” C A que minimice el cociente |A" + B|/|A’|, y escribimos
K' .= |A" + B|/|A|. Observamos que K' < K,y que |A" + B] = K'|A’| ademés de
|A” + B| > K'|A”| para todo A” C A.

Para continuar, supongamos que la siguiente afirmacion es cierta (mas tarde procedere-

mos a demostrarla):

Afirmacion 2.8. Sean A', B, K’ como descritos anteriormente. Entonces para todo con-
junto C, |[A'+ B+ C| < K'|A'+ (.

Terminamos primero la demostraciéon del teorema suponiendo que la afirmacion es cierta.

En primer lugar comprobamos que para todo m € N
|A"+mB| < K'"™|A'.

Efectivamente, para m = 1 la desigualdad se cumple por la hipdtesis. Para m > 1, se
supone que la desigualdad se cumple para m — 1 y se sustituye C' = (m — 1)B en la
afirmacion [2.8| para obtener A"+ mB| < K'|A" + (m — 1) B|. Por la hipotesis inductiva, el
término a la derecha es menor que K'™|A’|.

El enunciado completo se deduce ahora a partir de la denominada desigualdad de Ruzsa:
para todos los conjuntos U, V' 'y W, tenemos que |U||V —W| < |[U+V||U+W/|. (La validez

3El argumento vale para todo grupo abeliano (y puede adaptarse a grupos no conmutativos, pero conti-
nuamos teniendo en mente al caso G = F}).



AGRA 2015: CONJUNTOS SUMA, FENOMENO SUMA-PRODUCTO Y METODO POLINOMIAL 6

de esta desigualdad se prueba facilmente al definir una aplicacion ¢ : U x (V — W) —
(U+V)x (U+ W), que asigna a (u,z = v — w) el elemento (v + v,u + w), donde para
todo z € V — W fijamos una representacion v — w, de manera inyectiva). Esta desigualdad

demuestra que
|A'||kB —mB| < |A' + kB||A" + mB| < K™ A'| - K™ A'| < KF™|A']2

lo que implica |kB — mB| < K™ A'| < KF™|A|. O
DEMOSTRACION LA AFIRMACION [2.8 Lo demostraremos por induccion sobre el cardi-
nal del conjunto C'. Cuando |C| = 1, la afirmacion es trivial. Supongamos que el resultado

es valido para C, y consideramos el conjunto C' = C'U {z}. Observamos que
A+B+C'=(A+B+C)U[(A+B+2z)\(D+ B+ 1),
donde D es el conjunto D :={a € A" :a+ B+x C A"+ B+ C}. Pero la propiedad que
definia la constante K’ implica que |D + B| > K'|D|, asi que
(21) [A+B+C'"<|AA+B+C|+|A+B|—-|D+B| <K' (A +C|+]|A"| —|D|).
Aplicamos el mismo argumento otra vez, escribiendo
A+C =A+C)U[(A +2)\ (E+ ),

donde E es el conjunto £ :={a € A" :a+x € A'+ C} y la union es disjunta. Concluimos
que, como E C D,

A"+ O = A"+ Cl+ |A - |E| =2 [A"+ C| + [A] - | D,
lo que junto a (2.1)) implica el enunciado de la afirmacion. O

2.2. El teorema de Freiman-Ruzsa. Una vez demostrada la desigualdad de Pliinnec-
ke, nos podemos embarcar a obtener el resultado estructural prometido. El teorema [2.9] es
un resultado espectacular de Ruzsa [Ruz99|, que adapté un teorema anterior de Freiman
en el grupo de enteros [Fre73| al grupo ;. Es uno de los casos mas convincentes para el

uso del grupo modelo.

Teorema 2.9 (Teorema de Freiman-Ruzsa). Sea A C G = F} un conjunto tal que |A +

Al < K|A|. Entonces A estd contenido en un subespacio H < F} de cardinal menor que
K2pK*| Al

DEMOSTRACION: La idea crucial (y ingeniosa) es elegir un subconjunto X C 24 — A

que sea méaximo con la propiedad que las traslaciones = + A para z € X sean disjuntas.
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En primer lugar mostramos que un conjunto X que cumpla esta propiedad no puede ser
demasiado grande. Efectivamente, tenemos X + A C 34 — A, y por la desigualdad de
Pliinnecke (el Teorema sabemos que |34 — A| < K*|A|. Ya que los conjuntos = + A
son disjuntos y de cardinal |A| cada uno, obtenemos
KA > BA- A > [X + A=) |z + Al = | X]|4],
zeX
y en consecuencia | X| < K*.

Enseguida comprobamos que
2A—-AC X+ (A-A).

Para ver esta afirmacion, observamos que si y € 2A — A, entonces y + ANx + A # () para
algin z € X: si y € X el enunciado es trivial, y si y ¢ X se deduce de haber supuesto que
con X elegimos un conjunto méximo. En ambos casos concluimos que y € X + (A — A).

Sumando A repetidamente a ambos lados de la inclusiéon antedicha, obtenemos
(2.2) EA—AC(k—-1)X+(A-A)

para todo k > 2. Asi pues, hemos conseguido codificar cada vez mas sumandos de A dentro
de pocas traslaciones de A — A (el conjunto X es de tamano constante).

Denotemos por H el subgrupo de ) generado por A y Y para el subgrupo generado por
X. Deducimos de (2.2)) que

H=|JEA-A) CY+(A-A).
k>1
Pero todo elemento de Y se puede escribir como suma de menos de |X| elementos con

coeficientes entre 1y p, asi que |Y| < pl¥l < pK4. La observacion que
[H| < [Y||A - A] < K*p"|A|

concluye la demostracion. O

La dependencia del cardinal de H sobre la constante de doblamiento K se puede mejo-
rar con méas argumentos (en particular, utilizando las denominadas compresiones combi-
natorias, véase [GT09, [EZ12l [EZ1.14]). Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra que la

dependencia debe ser de naturaleza exponencial.

Ejemplo 2.10. Consideremos el conjunto A C T}, que consiste en una union de un

subespacio H (muy grande) y K —1 vectores elegidos al azar (no contenidos en H ). Entonces
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la constante de doblamiento de A es aproximadamente igual a K, pero todo subespacio H'

conteniendo A debe ser de cardinal mayor que p* 2| Al.

Sin embargo, el conjunto en este ejemplo se considera también muy estructurado: aparte
de un nimero constante de elementos, el conjunto A esta contenido en un subespacio de
cardinal menor o igual que |A| (a saber, el subespacio H mismo). Esta observacién nos

invita a dar la reformulacion siguiente del teorema de Freiman-Ruzsa.

Teorema 2.11 (Teorema de Freiman-Ruzsa, reformulado). Sea A C G = F} un conjunto
tal que |A+ A| < K|A|. Entonces existe un subespacio H <y de cardinal como mdzimo
C1(K)|A| tal que para algin z € G,

Al
Cy(K)’
donde C1(K) y Co(K) son constantes que dependen unicamente de K.

AN (z+ H)| >

Esta version del teorema de Freiman-Ruzsa nos conduce a proponer la denominada
Conjetura Polinomial de Freiman-Ruzsa (abreviada ‘PFR’ en inglés), que sigue siendo uno
de los problemas abiertos fundamentales en combinatoria aditiva (para mas detalles véase
la Seccion 10 de [Gre0d]).

Conjetura 2.12 (Conjetura polinomial de Freiman-Ruzsa). Las constantes Cy(K) y Co(K)
en el Teorema dependen polinomialmente de K.

El mejor resultado hasta la fecha se debe a Sanders [San12|, quién consigue cotas casi
optimas para este problema.

El equivalente del teorema de Freiman-Ruzsa (el Teorema en los enteros, demos-
trado por Freiman [Fre73|, dice que un conjunto finito de enteros cuyo conjunto suma es

pequeno esta contenido de manera eficiente en una progresion aritmética multidimensional.

Teorema 2.13. Sea A C Z un conjunto finito de enteros tal que |A+A| < C|A| para alguna
constante C'. Entonces A estd contenido en una traslacion de una progresion aritmética
multidimensional se la forma
Cy
{xEZ:x:Zmi:pi:miEZ,|mi! <}
i=1
para algunos x1,...,xc, € Z, que es de dimension Cy y de cardinal menor o igual que

Cy|Al, donde Cy y Cy constantes que dependen unicamente de C'.
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En ese contexto se puede formular una conjetura analoga a la Conjetura

En la pasada década hemos visto también varias generalizaciones del Teorema [2.9)a otros
grupos, incluso no conmutativos. Hasta ahora el resultado més general en esta direccion
es [BGT12], y existen algunos articulos de revision excelentes sobre este tema (ver [Grel4,
San13), Hell5]).

3. GEOMETRIA DE INCIDENCIA Y EL FENOMENO SUMA-PRODUCTO

3.1. El teorema de Szemerédi-Trotter. Para empezar trataremos de responder a
una pregunta aparentemente inocente en el marco de la geometria euclidiana: dado un
conjunto P de puntos y un conjunto L de rectas en el plano, ;jcuantas incidencias puede
haber entre puntos de P y rectas de L? Dicho de otro modo, buscamos una cota superior
para la cantidad

I(P,L):=|{(p,¢) e Px L:pel}.
Trivialmente [(P,L) < |P||L|, pero esta desigualdad estd muy lejos de ser 6ptima. El

ejercicio siguiente mejora la cota.

Ejercicio 3.1. Usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que todo conjunto

finito P de puntos y L de rectas en el plano cumplen
I(P, L) < win(|P|"2|L| + |P|, |L['?| P| +|L]).

De hecho esta cota se puede mejorar. Para demostrarlo, vamos a utilizar argumentos
procedentes de la teoria de grafos. Recuérdese que un grafo G = (V, E) es un conjunto
V' de vértices (muchas veces representados por puntos en el plano) junto con un conjunto
E CV xV de aristas (representadas por lineas conectando dos vértices). El nimero de
cruce, también llamado nimero de cruzamiento, de un grafo G es el menor nimero de
cruces de aristas en un diagrama plano del grafo G. Si el ntimero de cruce de G es 0, se
dice que el grafo es plano (es decir, puede representarse sin cortes de aristas). En un grafo

plano conexo E] se cumple la formula de Euler, es decir
[F| =B+ V] =2,

donde F' es el conjunto de “caras” del diagrama plano del grafo G (es decir, cada una de

las regiones 2-dimensionales en la que el dibujo del grafo divide el plano).

4Un grafo G se dice conezo si, para cualquier par de vértices u y v en G, existe al menos un camino (una
sucesion de vértices adyacentes, conectados por aristas) de u a v.
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Lema 3.2. Sea G un grafo con n vértices y e aristas. Entonces el nimero de cruce de G

es mayor o igual a e — (3n — 6).

DEMOSTRACION: Suponemos que H es un grafo plano, y sus conjuntos de vértices,
aristas y caras se denotan por V, E, I, respectivamente. Podemos suponer también que H
es conexo, porque si no lo fuera podriamos anadir aristas hasta que lo sea, y ello no afecta

a la demostracion. Por la formula de Euler sabemos que
|F|—|E|+[V]=2.

Entonces si ¢ es el nimero de pares (f,e) tal que f € F', e € E' y la cara f esta limitada por
la arista e, entonces ¢t < 2|F| and t > 3|F|, so |E| < 3|V|—6. Concluimos que si e > 3n—6,
entonces el grafo G no puede ser plano, y en consecuencia todo diagrama del grafo GG debe
contener como minimo un cruce. Quitamos una de las aristas de este cruce para obtener
un grafo G’ con n vértices y e — 1 aristas. Podemos repetir este proceso e — (3n — 6) veces,

asi que G tenia como minimo e — (3n — 6) cruces. O

Lema 3.3. Sea G un grafo con n vértices y e > 4n aristas. Entonces el nimero de cruce

de G es mayor o igual a €3/(64n?).

DEMOSTRACION: Supongamos que G tiene un diagrama con s cruces. Vamos a elegir un
subgrafo H de G al azar, y contar el nimero de aristas y cruces inducidos en H.

Para obtener H, elegimos cada vértice de G independientemente con probabilidad p (un
pardametro que fijaremos al final). Sea H el subgrafo de G inducido en este conjunto de
vértices. Esta claro que el ntamero esperado de vértices de H es pn, mientras el niimero
esperado de aristas de H es p*e (ambos vértices conectados por la arista deben haber sido
elegidos). De manera similar, el niimero esperado de cruces en H es p*s, lo que implica,
por el Lema [3.2] que

p*s > p’e — (3pn — 6) > p’e — 3n.
En consecuencia s > e/p? — 3n/p?, y cuando escribimos p := 4n/e < 1 (par la hipotesis
sobre GG), obtenemos s > e/(4n/e)* — 3n/(4n/e)® = €3/(64n?), que es precisamente la
desigualdad deseada. [l

La demostracion precedente se debe a Ajtai, Chvatal, Newborn y Szemerédi, y inde-
pendientemente Leighton. Ahora ya tenemos todos los ingredientes para demostrar una
cota superior 6ptima para I(P, L), conocida bajo el nombre Teorema de Szemerédi- Trotter

[STJ83|, cuya demostracion elegante se debe a Székely.
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Teorema 3.4 (Teorema de Szemerédi-Trotter). Sea P un conjunto finito de puntos en R?,

y L un conjunto finito de rectas. Entonces el nimero de incidencias entre P y L satisface
I(P,L) < 4|L[*®|P|*® + 4P| +|L|.

DEMOSTRACION: Denotamos |P| = n y |L| = m. Definimos un grafo G con conjunto de
vértices P tal que (p,p’) € P x P es una arista si y solo si los puntos p y p’ definen una
recta ¢ € L. Para todo ¢ € L, sea s({) := [{p € P : p € {}|. Ahora

[B@)] =) (s(6) =1) = I(P,L) = m,

y entonces si I (P, L)—m > 4n, el nimero de cruce de G esté acotado superiormente por m?,

y, por el Lema [3.3] también acotado inferiormente por (I(P, L) — m)3/(64n?). Deducimos
que

I(P, L) —m < (64n*m*)'/3 = 4n*3m?/3,
y ast I[(P,L) < 4n?3m??® 4 m. Para obtener el resultado del teorema, nos queda por
observar que en el caso contrario al que acabamos de estudiar, el ntmero de incidencias
cumple que [(P, L) < 4n +m. O

Ejercicio 3.5. Se denota por [N] el conjunto de naturales {0,1,2,... , N}. Considerando
los elementos del reticulo [N] x [2N?], y el conjunto de todas las rectas con pendientes entre
1 y N que pasen por uno de los puntos del reticulo, demostrar que la cota superior en el

enunciado del Teorema(3.4) es dptima (a excepcion de la constante).

Ejercicio 3.6. Generalizar el Teorema[3.4) en el sentido siguiente. Sea P un conjunto de
n puntos en R?, y sea L una familia de curvas simples de tamano m tal que cada par de
curvas se intersecan en un mdxrimo de t puntos, y tal que cada par de puntos pertenece a

un mdzrimo de s curvas. Entonces el numero de incidencias entre P y L satisface
I(P,L) < |LI*| P3¢ /3s13 4 5| P| + | L.

Véase Pach y Sharir [PS98|, y [WYZ13| para generalizaciones a curvas con d grados de
libertad.

Ejercicio 3.7. Sea P un conjunto finito de elementos en R?, y sea k > 2 un entero.

Demostrar que el nimero de rectas conteniendo como minimo K puntos de P estd acotado
superiormente por O(|P|?/k® + |P|/k).

Como ejercicio suplementario, deducimos del Teorema [3.4] el siguiente resultado de Beck.
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Ejercicio 3.8. Demostrar que existen constantes C y Cy tal que, cuando P es un conjunto
finito de puntos en el plano, y Lp es el conjunto de rectas generadas por P, una de las

siguientes afirmaciones es cierta:

» Eziste una recta ¢ € Lp conteniendo como minimo Cy|P| puntos de P;
= |Lp| > Cy|P)?.

3.2. El fenémeno suma-producto en los ntimeros reales. En esta seccion estu-
diamos una aplicacién importante del Teorema de Szemerédi-Trotter en la combinatoria
aritmética, que mostramos en primer lugar en el contexto de los nimeros reales. Dado un
conjunto finito A C R, definimos como ya hemos hecho anteriormente el conjunto suma
A+ A:={a+d :a,d € A}. De manera similar, podemos definir el conjunto producto
A-A:={ad : a,a’ € A}, cuyo cardinal también varia entre |A| y | A|?. Notese, sin embargo,
que los casos de minimo cardinal son muy distintos para el conjunto suma y el conjunto
producto: el tamano del primer conjunto se minimiza cuando A es una progresion arit-
mética, pero en este caso el conjunto producto es muy grande. A la inversa, cuando A es
una progresion geométrica, el conjunto producto estd minimizado, pero el conjunto suma
alcanza el cardinal maximo. La siguiente pregunta es por lo tanto natural: ; Es posible que
el conjunto suma y el conjunto producto sean pequenos simultdneamente?

Efectivamente, la estructura aditiva y la estructura multiplicativa no parecen coexistir

facilmente. Con este proposito Erdds y Szemerédi [ES83| conjeturaron lo siguiente.

Conjetura 3.9 (Conjetura de Erdds-Szemerédi). Sea A C R un conjunto finito. Entonces

para todo € > 0,
max(|A + A|,|A - A]) > |A]*.

Dicho de otra manera, por lo menos uno de los dos conjuntos—suma o producto—debe
alcanzar su cardinal maximo. En [ES83| Erdés y Szemerédi demostraron un exponente de
1+¢€, y este exponente ha sido mejorado varias veces desde entonces. Atin asi, la Conjetura
3.9 se mantiene como uno de los grandes problemas abiertos en combinatoria aritmética.

Comenzamos presentando un argumento simple pero muy elegante debido a FElekes
[Ele97].

Teorema 3.10. Sea A C R un conjunto finito. Entonces
[A+AP|A- AP > AP,

y en particular,

max(|A + A|,|A- A]) > |A]P/4.
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DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto de puntos P = (A + A) x (A - A), junto
con el conjunto de rectas L = {y = a(x — b) : a,b € A}. Inmediatamente observamos que
|P| =|A+ A||A- A] y que |L| = |A]?. Cada recta de la forma y = a(x — b) contiene como

minimo |A| puntos de P, es decir, los de la forma (b + da’,aa’) para o’ € A. Por lo tanto,
I(P,L) > |L||A] = |A]’.
Pero por el Teorema de Szemerédi-Trotter (el Teorema3.4)) también tenemos la desigualdad
I(P,L) < |PPRILIP2 + |P| + |L| = |A+ AP A- APBIAM + A+ A||A- Al + A%
Combinando las cotas se obtiene la desigualdad deseada. U

Ejercicio 3.11. Modificando el argumento de FElekes, demostrar que para todos conjuntos
finitos A, B,C C R tales que |A| = |B| = |C],

[AB|[A+C| > VI]AP|B|C].

Ejercicio 3.12. Considerando el conjunto de puntos P = A(A+1)x A(A+1) y el conjunto
de rectas L ={y =ax/b+a:a € Abe A+ 1}, demostrar que

|A(A + 1) > |A]P/4.
(El exponente ha sido mejorado a 24/19 por Jones and Roche-Newton [JRN13].)

Algunos anos més tarde la estimaciéon suma-producto de Elekes fue mejorada por Soly-
mosi [Sol05], logrando

A+ APJA- AP > Al
log” [A]’
y en particular
|A|14/11
max(|A+ Al |A- A]) > AT
log™ ™" | A]

Ejercicio 3.13. Deducir de este resultado de Solymosi que cuando el cardinal del conjunto
suma es minimo (es decir, |A+ A| < |A]), el cardinal del conjunto producto debe alcanzar
casi el mdzimo (es decir, |A- A| > |A|*=°W) ). Nétese que este resultado no se puede deducir

del Teorema[3.10, ni con la palabras “suma” y “producto” intercambiadas.

Ejercicio 3.14. Considerando el conjunto A = [N], demostrar que el término o(1) en el

exponente del ejercicio precedente es necesario.

En 2008 Solymosi [Sol09] mejord atin mas el exponente utilizando un argumento distinto,

pero igualmente simple y elegante.
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Teorema 3.15. Sea A C R un conjunto finito. Entonces
Al
A+ AP|IA- Al > |—,
A+ AF] | log | A]
y en particular

’A|4/3

max(|A+ Al [A-A]) >
(I A~ Al) og A

DEMOSTRACION: La demostracion usa la nociéon de la energia multiplicativa, definida
por
E*(A) = |{(a,b,c,d) € A* : ad = bc}]|.

Notése que trivialmente E*(A) < |A|>. Comprobamos también la cota inferior siguiente.

Afirmacion 3.16.

(3.1) EX(A) > Al

: 2T A

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION (3.16} Para todo s € R, denotamos por 74(s) el
namero de representaciones de s como s = a-a’ con a,a’ € A. Entonces, por la desigualdad

de Cauchy-Schwarz,

EX(A) = Z ra(s)? > (D sena TA(S))27
SEAA |[4- 4

y el simple hecho de que |[A]? =Y _, ,ra(s) completa la demostracion. O
En vista de , esperariamos poder acotar superiormente la energia multiplicativa por
una cantidad que dependiera del cardinal del conjunto suma de A, lo que nos proporcionaria

una estimacion suma-producto en el sentido de la Conjetura [3.9
Para ello, definamos primero, para cada A € R, la funcién 7% (\) cuenta el namero de
representaciones de A como A = a/a’, como siempre con a,a’ € A. Esto nos permite

expresar la energia multiplicativa de A como
EX(A)= Y ()= > |A-AnAP,
AEA/A AEA/A
donde A/A :={a/d' :a,a’ € A} y \- A:={)a:a € A}. El logaritmo en la cota final tiene
su origen en la division en intervalos diadicos que aplicamos al escribir

log | A|

EX(A)= Y A-AnAP= > > |A-AnAP,

AEA/A i=0 AeA;



AGRA 2015: CONJUNTOS SUMA, FENOMENO SUMA-PRODUCTO Y METODO POLINOMIAL 15

donde A; :={\ € A/A:2" <|\- AN A| < 2"} Deducimos que existe un entero ig para
el cual
E*(A)
3.2 -2 < A ANAP
(3.2 < S heAnal
)\EAZ'O
Para facilitar la notacién, enumeramos los elementos de A;, en orden creciente, es decir
AL, A2, ..., A\x para algtn entero k, asi que E*(A)/log |A| < k22(0FD) Llega el momento de
considerar la geometria del problema. Por construccion, cada recta de la forma y = Az,
j =1,...,k, contiene entre 2% y 20*! puntos de A x A. Para todo j = 1,..., k, denotamos
el conjunto de estos puntos P;. Dado que todo par de rectas distintas forma una base de
R?, llegamos a la conclusion que el conjunto P; + Pj es de cardinal | P;||Py/| > 2%° cuando
J # j'. Ademaés, para todos j # j’, los conjuntos suma P; + P;1 y Py + Pj41 son disjuntos.
Entonces i
k220 < [ J(Py+ Pra)| < [(Ax A) + (A x A)| = [A+ AP,
j=1
pero de (3.2) y (3.1) tenemos también
A"
A Allog A

lo que implica el resultado final. ]

3.3. El fendmeno suma-producto en cuerpos finitos. Es natural plantear el mismo
problema suma-producto en cuerpos que no sean R. Nos concentramos en esta seccion en
el caso de cuerpos de caracteristica positiva, en particular un primo p.

Para entender el porqué este problema es més complicado en I,, tomemos un conjunto
A C F, que consista en todo F, excepto un conjunto pequeno de elementos (digamos
10). Observar entonces que un tal conjunto A no puede crecer mucho ni bajo adicion ni
multiplicacion, ya que esta restringido por el cardinal del cuerpo ambiente. Para poder
demostrar cualquier fenémeno suma-producto en un cuerpo finito, hace falta suponer que
el cardinal de A no sea del mismo orden que p.

Un primer paso importante en esta direccion, en parte debido a sus implicaciones para el
problema de Kakeya que veremos en el Capitulo [4] fue el siguiente resultado de Bourgain,
Katz y Tao [BKT04].
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Teorema 3.17. Sea p un primo. Entonces para todo >0, eziste e = €() > 0 con la propiedad

siguiente. Sea A C F, un conjunto de cardinal p° < |A| < p'=°. Entonces
méx(|A + A|, |A - A]) > AT

Poco después, Bourgain y Konyagin [BGK06] quitaron la condiciéon |A| > p°. No daremos
los detalles de la prueba (que es larga y técnica). Queda por remarcar que aunque la
demostracion del Teorema |3.17 no hacia referencia a la geometria de incidencia, Bourgain,
Katz y Tao dedujeron un teorema de incidencia (el Corolario mas abajo) de su teorema

suma-producto, mejorando la estimacién primitiva en este caso.
Ejercicio 3.18. Demostrar que la cota del Ejercz'cz'o vale también en el plano finito IFIQ,.

Ejercicio 3.19. Demostrar que se puede cumplir la igualdad en la desigualdad del Ejercicio
cuando |P| = p*.

Corolario 3.20. Sea p un primo impar. Entonces para todo >0, existe € = €() > 0 con
la propiedad siguiente. Para todo conjunto P de puntos y L de rectas en ]Ff) de cardinal
|P|,|L| < N =p° para algin 0 < <2,

I(P,L) < N**~

La deduccion del corolario a partir del Teorema [3.17] es tediosa, y le referimos al lector
al articulo original [BKTO04].

Como ya lo hemos observado, subconjuntos grandes de cuerpos finitos no pueden crecer
en el sentido de Erd@s-Szemerédi porque estan contenidos en un ambiente demasiado res-
trictivo. El ejemplo siguiente, que se debe a Bourgain [Bou05] y Chang [Cha08]|, proporciona

una version mas precisa de este enunciado.

Ejemplo 3.21. Sea g un generador de ;' y sea M un entero a determinar. Consideramos

para todo entero L < p el conjunto
Ap={¢": 1<z <M}n{L+1,....L+ M} CF,.

Por el principio del palomar, existe un entero L tal que el cardinal de Ay esta acotado
inferiormente por M/(p/M) = M?/p. Escribamos A := Ar. Entonces A satisface la rela-
cion |A+ Al < M ademds de |A- A| < M, asi que denotando M := +/p|A| obtenemos
un conjunto cuyo conjuntos suma y producto son de cardinal menor o igual que \/M .

Entonces si |A| > p'/3, no podemos esperar obtener una estimacion del tipo

max (|A+ Al |A - A) > A,
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como lo requiere la conjetura de Erdds-Szemeréds.

El analogo ingenuo de la Conjetura tiene que ser sustituido por la version siguiente

(explicitada por Garaev [Gar0§|, por ejemplo).

Conjetura 3.22. Sea A C F,. Entonces

max (|A+ A, |A- A]) > min (JA]>~, |A]/2p!/27).

En primer lugar nos concentramos en el caso en el que el cardinal de A es grande, que
estd completamente resuelto. De hecho, es posible demostrar un teorema de incidencia en

este contexto, de lo cual se deduce facilmente el correspondiente teorema suma-producto.

Teorema 3.23. Sea p un primo impar. Sea P un conjunto de puntos y L un conjunto de
rectas en IF]QJ. Entonces

Pl L
ey < P Arei

p

DEMOSTRACION: Esta demostracion se debe a Vinh [Vinll], y utiliza de nuevo la teoria
de grafos. Para simplificar el argumento, trabajaremos en el espacio proyectivo ]P’IF?N en el
cual consideramos una inmersion de una copia de IF?) de manera habitual (identificando
un punto x = (x1,23) con la clase de equivalencia de (z1,x2,1), la que denotamos [z]).
Definimos un grafo G = (V, E) poniendo V' := PF? y conectando [z] y [y] par una arista
siy solo si -y = x1y1 + 22y2 + x3y3 = 0. Dicho de otra manera, [x] esté conectado a [y]
si el punto representado por [z] se encuentra en la recta representada por [y, y viceversa.
Notese que G tiene n := p? 4+ p + 1 vértices y es regular de grado d := p + 1, con d vértices
de G presentando bucles (porque el ntimero de soluciones no nulas de z? + 23 + 22 = 0
sobre I, es igual a p* — 1).

Calculamos los valores propios la matriz de adyacencia de G, es decir, la matriz A =
(aij)ijev tal que a;; = 1 siy solo si hay una arista entre los vértices ¢ y j, y cero si no.
Esta matriz es real y simétrica y por lo tanto admite una base ortonormal de vectores
propios. Es bien conocido que el mayor valor propio de la matriz de adyacencia de un
grafo regular es igual al grado de regularidad, y que esta asociado con el vector propio
1 =(1,1,...,1) normalizado. En otras palabras, el mayor valor propio de la matriz de
adyacencia de nuestro grafo G es \g := d, correspondiente al vector propio vy := 1/y/n.

Hay varias maneras de acotar la magnitud de los valores propios restantes. Una opcion
para comprobar que son todos de magnitud como méximo v/d se basa en estudiar la

descomposicion A2 = ATA = J + (d — 1)1, donde J es la matriz n x n que consiste
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s6lo en unos, y I es la matriz identidad de dimension n. (Para ver eso, observamos que
para distintos [z] y [y], existe precisamente un trayecto de longitud 2 entre ellos, lo que
corresponde al hecho de que cada par de rectas se corta en un sélo punto). Dado que el
rango de J es 1 y que J tiene s6lo un valor propio no trivial (que corresponde al vector
vp), concluimos que los valores propios restantes son todos iguales a d — 1.

Es bien conocido también, y de hecho es el ntcleo de la prueba, que todo grafo d-regular
con n vértices cuyos valores propios no triviales son pequenos se comporta aproximadamen-
te como un grafo aleatorio del modelo G, 4/,. Para no dejar nada en el tintero, enunciamos

y demostramos el lema siguiente-muy estandar—con tal fin.

Lema 3.24 (Lema de expansores). Sea G = (V, E) un grafo d-reqular con n vértices. Sean

B, C subconjuntos de V. Entonces el nimero de aristas e(B,C) entre B y C satisface
d )
e(B,C) — ~IBIIC]| < max |A[v/]B]|C].

DEMOSTRACION DEL LEMA [3.24} Escribimos vy, ...,v, para la sucesion de vectores
propios de la matriz de adyacencia A de GG, asociados a la sucesion (en orden no creciente)
de valores propios Ag,...,A,. Denotamos 1p el vector caracteristico del conjunto B, es
decir la coordenada ¢ de 1 vale 1 si ¢ € B, y 0 si no. Desarrollamos 1 = ZZZO brv v
le =Y p_o ckUs respecto a la base ortonormal vy, ..., v,. Observamos que vy - 1g = by =
|B|/+/1, y de manera similar vg - 1 = ¢g = |C|/+/n. Ahora

n T n n
e(B, C) = 1£Alc = (Z bkvk> A (Z CjUj) = Z )\kbkck
7=0 k=0

k=0
por ortonormalidad de los vectores v;. La discusiéon precediendo al lema implica que
Xoboco = d - |B||C]/n, y entonces

. " /2 , 1/2
d E E
o d < / < , 2 2
e(B,C) = | BIIC]| < max | ;bk% < pixIM <k:1 bk) (kzl C’“)

como queriamos demostrar. O
El lema se aplica inmediatamente al conjunto B := P de puntos y el conjunto C' := L

de rectas, proporcionando

p+1 [Pl L|
I(P,L) < WWHLI +Vd|P||L] < — T VpIPIIL,

lo que completa la demostracion del teorema. [l
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Por el mismo argumento que en el cuerpo de niimeros reales, obtenemos una variante

del teorema suma-producto a partir del teorema de incidencia (el Teorema |3.23)).

Corolario 3.25. Sea p un primo impar, y sea A C F,. Entonces
204
VEF (p+ AJAF/p)
Ejercicio 3.26. Deducir el Corolario|3.25 a partir del Teorema|3.25, imitando la demos-
tracion del Teorema [3.10.

max(|A+ A, |A- A]) > ,

Ejercicio 3.27. Demostrar que el Corolario|3.25 implica los enunciados siguientes.
= Sip'? < |A| < p?/3, entonces

, A
max(|A+ Al |A- A]) > SV

172
= Si p?/3 < |A| < p, entonces
max(|A + A|,|A- A]) > p'/?| AV,
= Si |A| < /D, no se puede decir nada que no sea trivial.

Ejercicio 3.28. Demostrar que el sequndo enunciado del Ejercicio es (esencialmente)

optimo.

Ejercicio 3.29. (Para los lectores que conocen la teoria bdsica de las sumas exponenciales.)

Establecer una cota superior para la expresion

%ij SV Y elnfwa +ar ).

n=0 x€A-Aa1EA arEAYycA+A

donde e(x) := €*™*/P. Dar una demostracion alternativa a los enunciados del Ejercicio

[3.27

Ejercicio 3.30. Generalizar el Corolario[3.29 al resultado siguiente: para todos conjuntos
A, B,C CF,,

Al?|B||C
|A+ B||A-C| > min <p|A|’|||pf|||)‘

En el régimen en el que A tiene tamano pequeno, los métodos analiticos/espectrales
fallan y se requieren herramientas combinatorias mas sutiles. Los afios recientes han visto

una sucesion de avances en cuanto al exponente de crecimiento, empezando por Garaev
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[Gar(7], que demostré que para todo |A| < p™/13(log p)~4/13,
max (|A + A, |A - A]) > |A]PP/ 1o,

En trabajos posteriores, Katz and Shen [KS08| mejoraron el exponente a 14/13 — o(1)
para |A| < p, superado poco después por Bourgain y Garaev [BG09| que consiguieron
13/12 — o(1). Unos anos mas tarde, Rudnev [Rud12]| obtuvo un exponente de 12/11 — o(1)
para |A] < ,/p. Por tltimo, hacia un ano, Roche-Newton, Rudnev y Shkredov [RNRS16]
obtuvieron el siguiente resultado notable:

Teorema 3.31. Sea p un primo y sea A C F,. Suponemos que |A| < p°/8. Entonces

méax(|A + A, |A- A]) > |A|9/5.

Notese que cuando |A| ~ p*®, la cota coincide con la del Corolario [3.25. El Teorema
se deduce del teorema de incidencia siguiente que se debe a Rudnev [Rud1§|.

Teorema 3.32. Sea p un primo, P un conjunto de puntos y Il un conjunto de planos en

IP’IFI?;. Sea o el maximo nimero de planos incidentes en una sola recta, y supongamos que
|P| > |1| y que |[II] = O(p?). Entonces

I(P,1I) < |P||T1|V? + 4| P|.

La demostracion de este teorema de incidencia esta basada en los métodos extraordi-
nariamente poderosos de Guth y Katz, que no podemos abarcar en este curso. Aqui sblo
mostramos como deducir un teorema de tipo suma-producto.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA |3.31| ASUMIENDO EL TEOREMA : Sea ACT,, y
para facilitar la notacién escribimos B := A- Ay C := A~L. El ntimero de soluciones de la

ecuacion
(3.3) a+bc=a+0c

con a,a’ € A,b,b € B,c,d € C se acota inferiormente por E(A)|A[?, donde E(A) es la
energia aditiva definida por

E(A) == [{(a1,a2,a3,a1) € A* 1 a1 + as = az + as } |.

Pero toda solucion de (3.3 corresponde a una incidencia entre un punto de P := {(a, ¢, V') :
ac€ AV eB,ceClyunplanodeIl :={r:z+by—cz=d,a € A,b € B,d € C}. Cada
uno de estos conjuntos es de cardinal |II| = |P| = |A||B||C] = |A]*|]A - A], y el nimero

maximo de planos colineales esta acotado por max(|A|, | B[, |C|) = méx(|A], |A-A]) = |A-A].
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Observamos que la condicion |A| < p®/® garantiza que |II| = |A]2|A - A| < p*/4|A|%5 <
p? siempre que |A - A| < |A]%?) lo que evidentemente podemos suponer sin pérdida de
generalidad. El teorema de incidencia de Rudnev (el Teorema por lo tanto implica
que el nimero de soluciones de es

< (JAPIA- ADY? 4 |APIA - AP.

Es facil de ver que el primer término en esta expresion es dominante. Ademas, la energia
aditiva E(A) se acota inferiormente por |A|*/|A + A| (imitando el argumento simple por
Cauchy-Schwarz que hemos usado en la demostracion del Teorema para la energia

multiplicativa), lo que resulta en la desigualdad

|A+ AP|A- AP > |A°.

4. EL METODO POLINOMIAL Y EL FENOMENO KAKEYA

4.1. El método polinomial. En esta secciéon introducimos el método polinomial, que
se ha utilizado con gran éxito en el ambito de la combinatoria aditiva, pero también en
informatica tedrica (para un articulo de revision reciente y completo, véase [Taold]). Empe-
zamos por una generalizacion simple del teorema fundamental del algebra sobre un cuerpo
finito F, que dice que todo polinomio en una variable de grado d posee como maximo d
raices. Dicho de otra manera, si S C F es un conjunto tal que |S| > grad(P), entonces
existe z € S tal que P(z) # 0.

Ejercicio 4.1 (Lema de Schwartz-Zippel). Sea f € F,[x1,...,x,] un polinomio no nulo

n—1

de grado d. Entonces f posee como mdximo dp raices.

Observamos que este lema implica inmediatamente que cuando el grado d de un polino-
mio no nulo f es estrictamente menor p, entonces f posee < p-p" ! = p™ raices. En otras
palabras, un polinomio no nulo de grado estrictamente menor que p tiene que tomar un
valor no cero sobre F.

Una version mas elaborada de este principio es el famoso Nullstellensatz combinatorio
de Alon [A99).

Teorema 4.2 (Nullstellensatz combinatorio). Sea f € Fy[t1,...,t,] un polinomio de grado
d con un coeficiente no nulo en t& ---t% con d, +---+d, = d, y sean Sy,...,S, CF,
conjuntos tales que |S;| > d; para todoi = 1,2, ... ,n. Entonces existenxy € Sy,...,x, € S,

tales que f(xq,...,2,) #0.
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DEMOSTRACION: La demostracion se realiza por induccién sobre n. El caso n = 1
corresponde al teorema fundamental del adlgebra. Supongamos que hemos demostrado el
resultado para n — 1 > 1 variables.

Sea g el polinomio

g(tn) = H (tn — sn),

5nE€Sn
en una variable de grado |S,,|. Podemos escribir P(ty,...,t,) como

P(tl, R ,tn> = Q(tl, e ,tnfl)g(tn> -+ T(tl, . ,tn>,

donde ¢ es un polinomio de grado menor o igual a d — |S,|, y r es un polinomio de grado
menor o igual a d. Escribimos

|Sn|

Pty otn) = Y (e, a1t
§=0
y desarrollamos qg como la suma de qt‘f”' y términos de orden inferior, cada uno de grado

cOomo maximo
(d—1Su) + (Sul ~1) < d=dy + - +d.

Concluimos que los términos de orden inferior tienen un coeficiente nulo en t{* - - -t
. . S, . .
Dado que |S,,| > d,, el polinomio qtll | también tiene un coeficiente nulo en till - tdn Esto

significa que el resto r tiene que tener un coeficiente no nulo en tih o-tdn 1o que implica

dn—1

en particular que 74, tiene un coeficiente no nulo en t{' - - - ¢!,

Por la hipotesis inductiva, existen x; € Sy, ..., 2,1 € S, talesque ry, (1, ..., T 1) #

0. Pero el caso n = 1 aplicado a
r(tn) ==1r(T1, ... o1, tn),

lo cual es un polinomio de grado d,, nos permite encontrar también x, € S, tal que

r(z,) # 0. Ya que g(x,) = 0, tenemos

P(zy,...,x,) = q(z1,. .. xn_1)g(xn) +7(21,. .. 20) =1r(21, ..., 20) #0,

la conclusion deseada. U
Como primera aplicaciéon, damos una demostracion alternativa del teorema de Cauchy-
Davenport del capitulo [2|
DEMOSTRACION ALTERNATIVA DEL TEOREMA [2.4} El caso |A| + [B| > p es trivial,
supongamos entonces que |A| + |B| < p. Nuestro objetivo es demostrar que |A + B| >
|A| +|B| — 1.
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Supongamos, a fin de obtener una contradiccion, que |A + B| < |A| + |B| — 1, es decir

K :=|A+ B| < |A| + [B| — 2. Definimos el polinomio P(t1,t) := [],,ca.p(t1 + 12 —m)

t|1A|—1th—|A\—1)

en P esigual a ( X ) lo cual

\A|71)
es no nulo modulo p puesto que K < |A|+ |B| —2 < |A| + |B| < p. Aplicamos el Teorema
cond=d; +dyyd =|A—1,dy=|B|]—1, asf que Ay B son conjuntos tales que
|A| > dy y |B| > ds. Se deduce que existen a € Ay b € B tales que P(a,b) # 0. Pero

por construcciéon, P(a’,0’) = 0 para todo o’ € A y todo ¥ € B, lo que proporciona la

de grado K. Se observa que el coeficiente de

contradiccion que buscabamos. O

Existe una variante inocua del teorema de Cauchy—Davenport que resistia durante mu-
chos anos a toda tentativa de resolucion; en particular, el método de la e-transformada del
Capitulo [2| falla al intentarla aplicar en este caso que mostraremos. El Nullstellensatz com-
binatorio nos permite dar una solucién a este problema (aunque fue resuelta por métodos

distintos por da Silva y Hamidoune en 1994).

Ejercicio 4.3. Dado un conjunto A C IF,,, definimos el conjunto suma restringido AFB =
{a+b:a€ Abe B,a+#b}. Demostrar que

ATB| > min{|A| + |B| - 3,p}.
Ademds, si |A| # |B|, entonces

ATB| > min{|A| + | B| - 2,p}.

4.2. El problema de Kakeya euclideano. El problema de Kakeya es uno de los
grandes problemas abiertos de la matematicas moderna, en parte porque tiene, a pesar de
la simplicidad de su enunciado, importantes y profundas implicaciones en otros areas, como
por ejemplo en el analisis de ecuaciones en derivadas parciales, y en teoria de niimeros. El
objeto de estudio son los conjuntos de Kakeya, es decir conjuntos en un espacio euclideo

de dimensiéon n que contengan un segmento unitario de linea en todas las direcciones.

Definicién 4.4 (Conjunto de Kakeya). Un conjunto de Kakeya de dimension n es un

subconjunto de R™ que contiene un segmento unitario de linea en todas las direcciones.

La cuestion central es si se pueden construir conjuntos de Kakeya “pequenos”, en un
sentido que desarrollaremos en esta seccion. El primer resultado en esta direccion es el
famoso teorema de Besicovitch [Bes28|, que afirma que existen conjuntos de Kakeya cuya
medida de Lebesgue es nula. Referimos al lector a las notas de curso de Green [Gre03| para

los detalles de la prueba.
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Teorema 4.5. FExiste un conjunto de Kakeya de dimension 2, cerrado y acotado, cuya

medida de Lebesgue es nula.

Mientras los conjuntos de Kakeya pueden ser muy pequenos en el sentido de la medida de
Lebesgue, resulta que tienen un fuerte caracter bidimensional. Para dar una caracterizacion

precisa, necesitamos la definicién siguiente.

Definicion 4.6 (Dimension de Minkowski). Sea B C R", y denotamos por Ns(B) := {z €

R™ : infpep |z — b < d} el 0-entorno de B. Definimos la dimension de Minkowski inferior

d(B) por
e s o INs(B)|
d(B) := inf {d : hgn_}(:)nf ynd = 0,
donde | - | es la medida de Lebesque, y la dimension de Minkowski superior E(B) por
_ Ns(B
d(B) := inf {d ; h’msmpLd)| = O} :
5—0 on-

Hay otras nociones de dimensiéon que se han utilizado en este contexto, como por ejemplo

la dimension de Hausdorff. Nosotros nos centraremos en la primera.

Ejemplo 4.7. El cuadrado S := [0, 1] x [0,1] x {0}, como subconjunto de R?, tiene dimen-
sion de Minkowski superior e inferior igual a d(S) = d(S) = 2. Para ver eso, se observa
que 26 < |Ns(S)| < 46, asi que

lim inf (n — w) > 2

50 log &
! log |Ns(S
HmmpokuﬁlgLﬂ>§2
6—0 log 0

Ejercicio 4.8. Calcular la dimension de Minkowski superior e inferior del conjunto de
Cantoif] como subconjunto de R.

La célebre conjetura de Kakeya afirma que todo conjunto de Kakeya en R" tiene dimen-
sion de Minkowski n.

Conjetura 4.9 (Conjetura de Kakeya). Sea d(n) := ifgcgn d(B), donde el infimo estd
definido sobre todos los conjuntos de Kakeya B C R™. Entonces
d(n) = n.

°El conjunto de Cantor es el conjunto de todos los puntos del intervalo real [0, 1] que admiten una expresion
en base 3 que no utilice el digito 1.
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Esta conjetura permanece abierta salvo el caso n = 2, en el cual fue resuelta por Davies.

Teorema 4.10. Todo conjunto de Kakeya en el plano euclideano es de dimension de

Minkowski superior igual a 2, es decir d(2) = 2.

DEMOSTRACION: Sea B C R? un conjunto de Kakeya. Consideremos su d-entorno Ns(B).
Tenemos que demostrar que |Ns(B)| > ¢¢ para todo €. Dado que B contiene un segmento
unitario en cada direccion, Ns(B) contiene un rectangulo de tamanio d x 1 en cada direccion,
y en particular en cada direccion definiendo un angulo de 7j/2k con el eje X positivo,
donde j =1,...,k :=|1/d]. Denotamos estos rectangulos Ry, ..., Ri. Escribimos 1g, para
la funcién indicatriz del rectangulo ¢, y A := U;R;. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
obtenemos
(4.1)

2
k25% = (/(11%1 +e ot 1Rk)(w)dx) < |A| /(131 + o+ 1g, ) (2)%dr = |A] Z |R; N Ry|.
4.l
Pero el area de interseccion de cada pareja de rectangulos se calcula facilmente: es igual a
6%/sinf, donde 6 := |j — I|m/2k es el angulo entro los dos rectangulos R; y R;. Dado que
k < 1/6, tenemos 6%/ sinf < 2/|j — 1|, y pues para cada j,

"L 26

RiNR| <+2) — < dlog(l/).

SRRl < 12300 < slos(1)
Sumando todos los valores de j y sustituyendo en (4.1)) proporciona [A| > 1/log(1/) y
completa la demostracion. O
Considerando de manera similar la interseccién de tubos bien separados en dimension
n > 3, no es demasiado dificil demostrar que d(n) > (n + 1)/2 (para los detalles, véase
otra vez |Gre03|). Sin embargo, para n grande esta cota esta lejos del enunciado de la
conjetura [4.9] Wolff [Wol99] la mejoro ligeramente a d(n) > (n+2)/2: veremos una version
simplificada de su argumento, sobre un cuerpo finito, en la secciéon siguiente. Utilizando
métodos de la combinatoria aditiva, Bourgain [Bou99|] obtuvo d(n) > 13n/25, y Katz y Tao
[KT99, [KT02|, refinando su método, obtuvieron el récord actual de d(n) > (n—1)/a+ 1,
done o ~ 1,675 es la mayor raiz del polinomio #3 — 4z + 2. (Para una version simplificada
de este argumento, proporcionando la cota d(n) > 4n/7, véase el articulo de revision de

Dvir [Dvil0]).

4.3. El problema de Kakeya sobre un cuerpo finito. Como ya vimos en el capitulo

[2l muchas veces conviene transferir un problema dificil a un cuerpo finito. En el caso de



AGRA 2015: CONJUNTOS SUMA, FENOMENO SUMA-PRODUCTO Y METODO POLINOMIAL 26

Kakeya la cuestion sobre un cuerpo finito fue planteada por primera vez por Wolff [Wol99].

Para empezar, aclaremos lo que significa un conjunto de Kakeya sobre un cuerpo finito.

Definicién 4.11 (Conjunto de Kakeya en F}). Un conjunto de Kakeya en F} es un

conjunto que contiene una recta en cada direccion.

Una recta es simplemente un conjunto de la forma {z¢ 4tz : ¢t =0,1,...,p— 1}, asi que
la direccion z de la recta esta definida tnicamente (hasta equivalencia proyectiva).
Como antes, nuestro objetivo es establecer la minima dimensiéon de un conjunto de

Kakeya.

Definicion 4.12 (Dimension de Besicovitch). Definimos la dimensién de Besicovitch
dr,(n) como el infimo de todo d tal que existe una constante C = C(d) y un conjunto

de Kakeya en ¥} de cardinal menor o igual a Cp.

Ejercicio 4.13. Considerando el nimero de incidencias entre puntos y rectas en F, de-
mostrar que

dp,(n) > =(n+1).

DO | —

Después de alguna reflexion, llegamos a la conjetura siguiente.

Conjetura 4.14 (Conjetura Kakeya en F). Se cumple la igualdad

dr,(n) = n.
Resulta que en dimension 2, es facil de demostrar.

Teorema 4.15. Todo conjunto de Kakeya en Fg es de cardinal mayor o igual a p(p+1)/2,
ast que
dr,(2) = 2.

DEMOSTRACION: Ya hemos utilizado este tipo de argumentos en el caso euclideano, pero
aqui es todavia mas facil. Dado que el conjunto de Kakeya A C IFZ contiene una recta en
cada una de las p + 1 direcciones, se puede suponer sin pérdida de generalidad que A es la
union de estas rectas, denotadas /1, ..., ¢,11. Obsérvese que

2

P+’ = D Lo+ + 1)@ | STALY (Lot o+ 100 (@) = [A] Y 16Ng).
.

2 2
wEIE‘p a:GIFp
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Pero cada pareja de rectas se interseca en precisamente un punto, excepto cuando son

iguales, en cual caso el cardinal de la interseccién es igual a p. Concluimos que
pi(p+1)* < 2[Alp(p+ 1),

lo que completa la prueba. O
De hecho, el ejercicio siguiente muestra que la constante 1/2 en el Teorema m es

Optima.
Ejercicio 4.16. Sea p > 2. Considerando el conjunto

S = {(x,t) € IFI% x4+ t? es un cuadrado en ]Fp},

demostrar que existe un conjunto de Kakeya en ]F‘f7 de cardinal menor o igual a p(p+ 3)/2.

Presentamos otro argumento que mejora la cota basica del Ejercicio .13 Este argumen-

to, conocido bajo el nombre argumento de cepillo de Wolff, fue importante en el contexto
euclideano (véase la seccion 4.2)).

Teorema 4.17. Se cumple la desigualdad
1
dr,(n) > i(n +2).

Mas precisamente, todo conjunto de Kakeya en ) es de cardinal mayor o igual a

1

8

(n+2)/2

Antes de empezar, planteamos un ejercicio en dimension 2 cuyo resultado utilizamos més
tarde.

Ejercicio 4.18. Sea A C Ff) una union de k rectas en direcciones distintas. Demostrar
que |A] > pk/2.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.17} Supongamos que A C F} es un conjunto de
Kakeya de tamafio |A| < p™*?)/2 o sea , supongamos que A consiste en una unién de
k rectas, con p"~! < k < 2p"~!. Afirmamos que existe alguna recta que se corta con un

minimo de p™/? /4 rectas. Para ver eso, denotamos las k rectas ¢y, ..., {;, y observamos que

P2k? = Z(1£1+...+1£k)(;p) < |A’Z(1gl+“'+1€k)(x)27

z€FY z€FP



AGRA 2015: CONJUNTOS SUMA, FENOMENO SUMA-PRODUCTO Y METODO POLINOMIAL 28

lo que es igual a
k k
ALY g < prtR N0 ).

i,j=1 i,j=1
Deducimos que existe 1 <17 < k tal que

dolng] > Lotz _p > Ly,
J#i 2 4

A partir de ahora nos concentramos en ¢ := /¢; y el conjunto de rectas que se cortan con
¢, las que enumeramos ¢,..., 0  donde m > p™? /4. Nos referiremos a esta colecciéon de
rectas como el cepillo, y lo denotamos H.

Cada una de las rectas ¢,..., (! esta ubicada en un tunico plano de dimensioén 2 que
contiene también ¢. Trabajaremos con la coleccién completa de estos planos (IL;);=1 ¢ v
supondremos que cada plano II; contiene 8; > 1 de las lineas ¢}, ..., ¢;,. Del Ejercicio m

sabemos que para todo j =1,...,t,
1 1
|Hj N H| > §(ﬁj + 1)]) > (Zﬁ] + 1)p.

En particular, se ve que todo plano II; contiene como minimo §;p/4 puntos de H que
no estan en ¢, y estas colecciones de puntos son disjuntas cuando j varia entre 1 y m.

Concluimos que

t
4] 2 |H| = Ep;ﬁj = Tom > I

lo que completa la demostracion. ]

En dimension 3, la cota inferior 5/2 para la dimension de un conjunto Kakeya permanecia

el récord durante mucho tiempo. El trabajo de Bourgain, Katz and Tao [BKT04], que ya

mencionamos en la seccion , la mejor6 por un epsilon (a 5/2 + €!) Otros articulos, que

no tenemos tiempo para detallar aqui pero que estuvieron basados en el método de Katz

y Tao [KT99|, mejoraron la cota a
1
dr,(n) > ?(471 +3).

Fue en este punto que Dvir [Dvi09] anunci6 una resolucién completa de la conjetura [4.14]
utilizando un método completamente distinto, a saber el método polinomial. Antes de dar

la prueba (sorprendentemente corta), introducimos la nocion del conjunto de Nikodym.

Definicion 4.19 (Conjunto de Nikodym). Un conjunto N C ) se dice conjunto de

Nikodym si para todo x & N, existe una recta por x que interseca N en todo punto salvo
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uno. En otras palabras, para todo x ¢ N, existe y € IFy) tal que {r+ty:t=1,...,p—1} C
N.

Estéa claro que los conjuntos de Nikodym estan relacionados con los conjuntos de Kakeya.

Ejercicio 4.20. Sea B C F) un conjunto de Kakeya. Demostrar que existe un conjunto

de Nikodym N C Fy de cardinal menor o igual a p|B|.

. Cuél es el proposito de definir los conjuntos de Nikodym? Supongamos que existiera un
conjunto de Kakeya B (y pues un conjunto de Nikodym N) pequeno en . Si pudiésemos
encontrar un polinomio f de grado d < p — 1 cuyos valores en N se conocieran, entonces
podriamos recuperar los valores de f en todo punto de Fj. En particular, si f fuese no
trivial pero nulo en N, entonces podriamos concluir que f es nulo en todo el espacio. Pero
esta conclusion estaria en contradiccion con el Lema de Schwartz-Zippel, ségun el cual un

tal polinomio tiene que tomar al menos un valor no cero.
Teorema 4.21. Sea B C Fy un conjunto de Kakeya. Entonces |B| > p"~'/(n!).

DEMOSTRACION: Sea d := p — 2, y supongamos, a fin de obtener una contradiccién, que

—1
‘B|<(n +d>'
n—1

Entonces el nimero de monomios en F,[zy,...,z,] de grado d, igual al namero de asigna-
ciones no negativas ji,...,J, tales que j; + --- + j, = d, es estrictamente mayor que el
cardinal de B. Se deduce que existe un polinomio homogéneo no trivial g € Fy[z1, ..., z,]

de grado d que se anula en todo punto de B. Dado que g es homogéneo, g se anula también
en el conjunto de Nikodym N := {tz : x € B} asociado con B.

Consideramos ahora un punto ¢ N y la recta perforada ¢* :== {z+ty:t =1,...,p—1}
que para algtin y € F} esta contenida en N. Restringido a /, el polinomio g es un polinomio
de grado d que se anula en p — 1 > d puntos, asi que g es nulo en todo punto de ¢ :=
{r +ty : t € F,}; en particular, g(z) = 0. Pero = fue arbitrario, lo que implica que g se
anula en todo Iy, contradiciendo el Lema de Schwartz-Zippel (el Lema segun el cual

un polinomio no trivial ¢ de grado d puede poseer como maximo dp™~! raices. O

Ejercicio 4.22. Sea B C F un conjunto Kakeya. Formando un producto cartesiano ite-

rado, demostrar que |B| >, p"~ .

Poco después de la primera publicacion del trabajo de Dvir, Alon y Tao remarcaron

que el argumento de Dvir se podria adaptar para resolver la conjetura completa, con un
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exponente de n en vez de n — 1. Lo dejamos como ejercicio (véase el teorema 3 del articulo
original de Dvir [Dvi09]).

Ejercicio 4.23. Sea B C ) un conjunto Kakeya. Entonces |B| > p"/(n!).

Esta cota ha sido mejorada a p™/2™ [DKSS09]. La construccion siguiente, que se debe a
Mockenhaupt y Tao [MTO04| para n = 2, y Dvir y Saraf y Sudhan [SSO8| para n > 2 en
el caso de caracteristica impar y par, respectivamente, muestra que esta cota es 6ptima
(salvo el factor de 2).

Ejercicio 4.24. Sea p un primo impar. Considerando el conjunto
B i={(af/d+ait,... a2 /A+zoat,t) i an, ..., 2y, t €T,

demostrar que existe un conjunto de Kakeya de cardinal menor o igual a

Y2

b
2n—1

+ 0™ ).
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